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1. Sebuah bidang miring licin dengan sudut kemiringin 6 di tempelkan di atas lantai
sehingga tidak dapat bergerak. Sebuah prisma bermassa M di letakkan di atas bidang
miring dimana salah satunya sisinya tepat dalam kondisi vertikal. Pada sisi prisma yang
vertikal ini di letakkan sebuah bola berjari-jari R. Gaya gesek antara bola dan prisma
sangat besar sehingga bola akan menggelinding tanpa slip terhadap prisma. Pada
awalnya, sistem diam dan permukaan bawah bola berada pada jarak H dari permukaan
bawah prisma yang vertikal. Berikut diagram sistem bola-prisma-bidang miring

tersebut.
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Sistem kemudian dilepaskan begitu saja sehingga mulai bergerak.

Tentukan persamaan gerak bola dan prisma!

b. Tentukan percepatan prisma a,! Nyatakan dalam M, m, g, dan 6.

c. Tentukan percepatan sudut @ dan percepatan bola terhadap prisma a,! Nyatakan
dalam M, m, g, R, dan 6.

d. Setelah sistem dilepas, kapan bola menyentuh bidang miring t dan berapa
kecepatannya saat akan menumbuk bidang miring! Asumsikan lintasan bidang
miring cukup panjang sehingga bola akan lebih dulu mencapai permukaan bidang
miring dibanding prisma sampai ke lantai. Kecepatan dan waktu t bola bisa anda
nyatakan dalam a,, a,, H, dan 6.

(TO Pra OSK 2019 Sainsworld)

Solusi :



a. Untuk bola, agar lebih mudah kita gunakan kerangka acuan relatif prisma. Karena
prisma dipercepat, bola akan mendapat gaya fiktif yang arahnya berlawanan dengan
arah percepatan prisma dan besarnya sama dengan massa bola di kali percepatan

prisma. Untuk prisma, kita tinjau kerangka lantai. Berikut diagram gaya pada bola dan

prisma.
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Hukum II Newton

Untuk Bola : Gerak translasi arah vertikal (kerangka acuan prisma), misalkan

percepatan bola relatif prisma pada arah ini adalah a;, maka

ZFV = ma,

mg —ma,sinf — f = ma,
mg — f = ma; + ma,sin6 ...(1)

Untuk Bola : Gerak translasi arah horizontal (kerangka acuan prisma), pada arah ini

bola tidak dipercepat

ZFh:O

ma,cos@ —N; =0
N, = ma, cos @ ...(2)

Untuk Bola : Gerak rotasi terhadap pusat massa bola, misalkan percepatan sudut

bola adalah «

ZTzla



Ingat bahwa momen inersia bola I = (2/5)mR? dan karena bola menggelinding

tanpa slip akan berlaku a; = aR, sehingga

2 2
fR =§mR §=>f =gma - (3)

Untuk Prisma : Gerak translasi arah sejajar bidang miring, misalkan percepatan

prisma adalah a,, maka

ZFII = Ma,

Mgsinf + f sinf — Ny cos8 = Ma, ... (4)
b. Subtitusi persamaan (3) ke (1)

2
mg — gmal = ma, + ma, sin

mg —ma,sin @ = gmal

5 5
g —a,sinf =§a1 = a, =;g—;azsin9...(5)

Subtitusi persmaan (5) ke (3)

2 /5 5 2 2 ,
f=§m<;g—7a251n9>=f=7mg—7ma251n9...(6)

Subtitusi persamaan (2) dan (6) ke (4)
2 2
Mg sin 6 + (;mg —Zma, sin 0) sin@ — (ma, cos8) cosf = Ma,

7Mgsin @ + 2mg sin @ — 2ma, sin® 8 — 7ma, cos? 8 = 7Ma,
7Mgsinf + 2mgsinf = 7Ma, + 7ma,(sin? 8 + cos? ) — 5ma, sin? @
(7M + 2m)g sin@ = 7Ma, + 7ma, — 5ma, sin? @
(7M + 2m)g sin@ = [7(M + m) — 5msin? @]a,

_ (7M +2m)gsin6
~ 7(M +m) — 5msin2 0

a;



c. Subtitusi a, ke persamaan (5)
5 :
a; = 7(g —a,sinf)

5 (7M + 2m)gsin6
=g — . sinf
7 7(M + m) — 5msin? 0
_5(7(M +m) — 5msin* 6 — (7M + 2m) sin® 6
=7 7(M + m) — 5msin? 0 g

_5(7M(1 —sin?#) — 7m(1 — sin® 6)
M=z 7(M +m) — 5msin2 6

a1:

_ 5(M—-m)gcos*8
= 7(M +m) — 5msin2 6

Dari gerak menggelinding tanpa slip bola akan kita peroleh

_w_ 5(M —m)g cos? 8
“=7%R a_[7(M+m)—5msin29]R

d. Relatif terhadap prisma, saat bola mencapai bidang miring, dia telah turun secara

vertikal sejauh H. Dengan menggunakan persamaan gerak GLBB dipercepat akan

kita peroleh
1

H = >a,t?
24

2H
t=/——
a;

Terhadap prisma, percepatan bola berarah vertikal ke bawah yang besarnya adalah

v? =2a;H = v, = /2a,H

Saat bola sampai di bidang miring, prisma memiliki kecepatan yang arahnya sejajar

; 2H
vy=at=a, |—
I 2 2 a

Sehingga kecepatan bola saat akan menumbuk bidang miring adalah

bidang miring dengan besar

'l._7> = 1_7)‘, + 'l._7>||
Vektor v, dan vy membentuk sudut ¢ = w/2 — 6 sehingga besar kecepatan bola v

adalah



V= \/vvz + vy2 + 2vyv, cos ¢

Ingat kesamaan trigonometri cos(r/2 — 8) = sin 8 sehingga

2a,H )
v= |2a4H+ (a; + 2a, sin )

a,

2. Perhatikan gambar di bawah!

Sebuah batang tipis homogen bermassa M diletakkan horizontal di ujung meja sehingga
seperempat panjang batang terletak di atas meja. Batang kemudian dilepaskan tanpa.
kecepatan awal sehingga mulai berotasi terhadap tepi meja. Pada sudut 8 berapakah
batang mulai slip terhadap meja? Diketahui koefisien gesek statik antara batang dengan

meja adalah u. (Binovatif)
Solusi :

Berikut diagram gaya yang bekerja pada tongkat!

Pada tongkat akan bekerja tiga buah gaya yaitu gaya normal dari pojokan meja yang
arahnya selalu tegak lurus tongkat, gaya gesek statik dari pojokan meja yang arahnya
sejajar tongkat dan cenderung menahan tongkat agar tidak jatuh, dan gaya berat yang
arahnya selalu ke bawah. Karena sudut 8 berubah-ubah, besar N dan f tidak konstan.
Pusat massa batang yang berjarak L /4 dari titik sentuh batang dengan pojokan meja akan

memiliki percepatan sentripetal yang arahnya selalu menuju pojokan meja dan



percepatan tangensial yang arah selalu tegak lurus dengan dengan percepatan

sentripetal.
Menggunakan Hukum II Newton untuk gerakan tongkat
Arah radial
f—Mgsinf = Ma;,
f=Mgsin8 + Ma, ...(1)
Arah tangensial
Mgcos@ — N = Ma,
N =Mgcosf —Ma,; ...(2)
Terhadap pojokan meja, batang memiliki percepatan sudut a dan juga kecepatan sudut
w yang keduanya ini berubah-ubah sebagai fungsi 6.

Hubungan percepatan sentripetal dengan w dan percepatan tangensial dengan « adalah
= ! 2L d = ! L
as =zw°Ldana, = 2a

Momen inersia batang terhadap pojokan meja adalah (gunakan teorema sumbu sejajar)
2

I ! ML2+M(L) I 7 M2
= — —_ — e —
12 4

Untuk mendapatkan a sebagai fungsi 6 kita tinjau gerak rotasi batang

Zrekt =la

M HL—<7ML2>
geost =z a

_12¢g p
a = —= oS

Kita bisa mencari w sebagai fungsi 8 dengan dari hukum kekekalan energi, jadikan

permukaan meja sebagai acuan energi potensial sama dengan nol.

1
0 = —mgh +§Ia)2



0= L'9+1(7ML2) 2
= mg4sm >\ W

24
w? = 7—l‘lgsin 6

Namun karena kita belum mempelajarinya pada bab ini, kita gunakan cara lain. Ingat

bahwa ¢ = dw/dt sehingga
do dwdd dwdb dw

Tt " dtde _dedc “do
maka
dw 12g p
a)da— T cos

12g
wdw = ——cos 6 do

Saat awal atau saatu 8 = 0, batang masih diam (w = 0) sehingga
w 12,9 0
f wdw =—f cos 0 do
0 7L Jy

w?]” 129
[ L=7—L[sm0]8

2
_12g 24g
= sinf = w* = 7 sin 6
sehingga

a =1a)2L=é sin @
S 4 7g

1
at=ZaL=;gc059

Subtitusi ay dan a, ke persamaan (1) dan (2)

6 13
f=Mgsin9+M§gsin9:7Mgsin9

3 4
N=MgcosH—M7gc059 =§Mgcost9

Hubungan gaya gesek kinetik dengan dengan gaya normal adalah

f <uN



Batang mulai slip ketika gaya gesek statik bernilai maksimum
f=uN

13 i 4
7Mgsm9 = ,u;Mg cos @

4u 4u
= — = J—
tan 0 13 0 = arctan (13)

3. Sebuah bola bermassa m dan radius R diam di atas dua buah tongkat vertikal tak
bermassa sepanjang L yang terporos di lantai seperti pada gambar. Kedua tongkat
terpisah sejauh d dan ditahan oleh benang mendatar pada ketinggian h dari lantai. Tidak

ada gesekan antara bola dan tongkat. Sistem berada dalam kesetimbangan.

t8l benang |

a. Gambarkan diagram gaya bebas pada bola dan tongkat serta tentukan besar gaya
yang diberikan masing-masing tongkat pada bola dan gaya tegang pada benang!

b. Tentukan besar gaya horizontal dan vertikal yang diberikan poros pada masing-
masing tongkat!

c. Jika benang putus, tentukan percepatan angular tongkat terhadap poros sesaat
setelah benang putus dengan mengasumsikan momen inersia tongkat terhadap poros
adalah I,,! (Klinik Olimpiade Fisika @klinikfiskapku)

Solusi :

a. Berikut diagram gaya pada bola dan tongkat.
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Dari geometri

= RZ——2 infd =—d 9——2 i tatan = ———
= - = = =
S Sin ) dan cos ) serta tan > >

Bola : Hukum I Newton untuk gerak translasi

ZFyzO

2N cos8 —mg =0
Subtitusi nilai cos 8 didapat

2N\/4R2 —d? 0= N mgR
—_— = —1 = —
2R mg VARZ = g2

Tongkat : Hukum [ Newton untuk gerak rotasi (terhadap poros), cukup tinjau salah

satu tongkat saja karena keduanya simetri

er=0

Nsin6L—-Th=0

mgR d mgdL
— | =Th=>T=—"F—
V4R2 — d2 2R 2hV4R? — (2

. Tongkat: Hukum I Newton untuk gerak translasi, cukup tinjau salah satu tongkat saja

karena keduanya simetri, dalam hal ini saya pilih tongkat kanan

S5 =0

F,—Ncos8 =0




T—Nsinf—Fy;=0
mgdL mgR d _ mgd(L—h)

= — Sa— - - 7
B onaR?—d? VaRzZ—a22R " apvarz — g2

c. Di sini kita perlu sedikit berhati-hati. Pertama kita cari hubungan percepatan turun

bola dengan percepatan sudut tongkat.

) O R RN

Dari gambar kita peroleh

x = Rsin@
y =L+ Rcosf
Turunkan satu kali terhadap waktu
% = R6 cosh
y = —ROsin 6

Turunkan satu kali lagi terhadap waktu
%¥ = RO cos @ — RO? sin O
= —R6 sin@® — RA? cos 6
Saat benang baru putus, sistem belum bergerak sehingga § = 0 akan tetapi 8 #
0 (saat sistem diam belum tentu percepatannya juga nol, silahkan dipikirkan lebih
lanjut). ¥ adalah percepatan linear titik atas tongkat, baik tongkat kiri maupun kanan,
misalkan percepatan angular tongkat adalah @, maka ¥ = aL. Misalkan percepatan
turun bola adalah a,. Dari definisi sistem koordinat pada gambar di atas, kita buat y
memiliki arah positif ke atas, karena sebenarnya arah percepatan bola adalah ke

bawah maka j = —a,,. Sehingga akan kita peroleh



al =% = R6 cos b

ayz—ji:RésinH}ﬁ a, = qalLtan@

Bola : Hukum II untuk gerak translasi

ZFy = ma,

, mg—maLtanf
mg — N'cos8 = maLtan = N' =

cos 6
Tongkat : Hukum II untuk gerak rotasi (terhadap poros)

ZTp=IpCZ
N'sinf L = L,a

Subtitusi N’

mg —malLtanf
sinf L =I,a

cos @
mgLtan 6 — mal?tan® 6 = L,a
mgLtan 6
I, + mL? tan? 6

a(l, + mL*tan?0) = mgLtan = a =

Subtitusi nilai tan 8

d
ot () L mgVIR T
. Lz( 42 ) 1,(4R2 — d2) + mL?d?
pT M 4RZ2 — {2

4. Sebuah silinder dengan massa m dan jari-jari R berada di atas bidang miring dengan sudut
kemiringan 6. Terdapat gaya gesek antara cakram dan bidang miring. Di sisi silinder

terdapat paku yang terhubung dengan kotak bermassa m,,.

N\
<— Kkasar (us)

(o

a. Tentukan sistem koordinat anda dan gambarkan diagram gaya pada silinder dan

kotak!



. Tentukan besar m, sehingga silinder tidak berotasi dan tentukan gaya gesek yang
bekerja pada silinder!

Tentukan besar gaya normal yang diberikan bidang miring pada silinder!

. Tentukan nilai minimum koefisien gesek statis antara permukaan silinder dan bidang
miring!

Jangan lupa menyederhanakan jawaban anda.

(Klinik Olimpiade Fisika @Kklinikfiskapku)

Pembahasan :

Kita gunakan sistem koordinat kartesius seperti pada gambar. Berikut diagram gaya

yang bekerja pada silinder dan kotak.

4) : A
e "
7 \ v
/ mog

. Kita tinjau keseimbangan sistem dengan Hukum I Newton

Untuk m, : Hukum I Newton untuk gerak translasi arah vertikal

ZF\/:O

T—myg=0=T=myg...(1)
Untuk m : Hukum I Newton untuk gerak translasi (sumbu x, sumbu y) dan untuk

gerak rotasi (terhadap pusat massa silinder)

Se

—f+mgsin@+Tsind =0= f =mgsinf + Tsinb ...(2)

=0

N—-mgcosd —Tcosd =0= N =mgcos6 +Tcosb ..(3)

Z‘rpm =0

TR—fR=T=Ff..(4)



Dari persamaan (1), (2) dan (4) akan kita peroleh
T =mgsinf + Tsin6
myg = mgsinf + myg sinf

msin @

my(1 —sinf) = msinf = m, = T—sno

c. Subtitusi mg ke (1)
mg sin
=T _smg "™ (5)
Subtitusi (5) ke (3)
N =mgcosf +—mg$in6c050
1—sinf
N = mg cos 6 (1 —sinf) + mg sin 6 cos
1—sinf
_ mg cos —mgsin@ cos 8 + mg sin 6 cos — N = mg cos 6
1—sinf 1—sinf

d. Dari persamaan (4) kita tahu bahwa

__mgsin®
" 1-—sin@
Maka
f = usN
mg sin 6 mg cos 6
S UsT—
1—sinf 1—sinf
Us = tanf
Hs,min = tan 6
5. Dua balok terhubung dengan sebuah batang tegar tak bermassa dan ditempatkan pada
bidang miring dengan sudut kemiringan 6 seperti ditunjukkan dalam gambar di bawah.

Balok bermassa m; dan m, masing-masing memiliki koefisien gesek kinetik (terhadap

bidang) u;, dan py.,.



Carilah persamaan percepatan sistem tersebut!

. Carilah persamaan gaya pada batang penghubung yang bekerja pada tiap balok!

Tunjukkan bahwa gaya pada bagian soal b adalah nol ketika p;; = uy, ! (OSK Fisika

2016)

Solusi :

Perhatikan diagram gaya untuk masing-masing benda, yaitu balok m;, m,, dan

tongkat penghubung berikut!

. Moo sz N,
X\ *X
T T
mg My g
Untuk balok m,
Arah tegak lurus bidang miring
N, —mygcosd =0= N, =m g cos b
Arah sejajar bidang miring
mygsind —T — f; =mya..(1)
Untuk balok m,
Arah tegak lurus bidang miring
N, —mygcos =0= N, =m,g cos b
Arah sejajar bidang miring
mygsind +T — f, =mya..(2)
Karena gaya gesek yang bekerja adalah gaya gesek kinetik akan berlaku
fi = tkaN1 = pgamy g cos 0
f2 = 2Nz = pygamog cos 0



Subtitusi f; dan f, ke persamaan (1) dan (2) kemudian jumlahkan hasilnya
mygsin@ — T — pupymyg cos 8 = mya
mygsin@ + T — p,my,g cos 8 = mya
(my +m3)g sin @ — (ugymy + ugams)g cos 6 = (my + my)a

(my + my) sin 6 — (uymy + yomy) cos 6
a=
(my +my)

l . (Ur1my + pxamy) cos 9]
a = |sinf — g

(my + my)

b. Subtitusi f; dan a ke persamaan (1)

(kxamy + pzmy) cos 9]

inf —T — 0 = inf —
m, g sin Ur1 Mg COS my [sm s+ my)

(Ur1my + pgzmy)my g cos 0
(my + my)

T =mygsinf — ymyg cos —m;gsinf +

(kxrmy + pgama)my g cos 6
(my + m,)

T = —urimyg cos 6 +

T = — 1 (Mg + my)my g cos 6 + (eymy + pyomy)my g cos 6
(my +m,)

m;m,

=———— (U — Ug1)g CcOS O
(ml +m2) Uk Uk1)9

c. Ketika g, = py, maka

T= &Qikz - .Uk1>g cos 0
(my + my) —
T=0
Maka hasil ini membuktikan bahwa ketika p;, = uy1, gaya dari batang penghubung
ke masing-masing balok bernilai nol.
Catatan : kalau ada yang bingung aja sih, koq bisa gaya dari batang untuk masing-
masing balok bernilai sama yaitu T. Oke deh, misalkan besar gayanya berbeda. Pada
balok m; besarnya T; dan pada balok m, besarnya T,. Coba kita tinjau gerakan batang
sejajar permukaan bidang miring.
Ty — Tz = Mpatang@

Namun karena batang tegar tak bermassa maka my,tang = 0. So

Tl_TZZO.a:O



Yap begitulah...hehe... semangat ya belajarnya...!!l... ©©©©
6. Sebuah silinder bermassa M = 0,6m berjari-jari R menggelinding tanpa slip di atas dua
papan kayu kasar horizontal. Di badan silinder dililitkan seutas tali dan ujung tali tersebut
digantungi balok bermassa m. Ketika silinder menggelinding di permukaan papan, tali
akan membentuk sudut 6(mengapa tidak vertical?). Berapakah nilai sin 8?7 Berapakah

percepatan silinder? (Binovatif)

Solusi :

Perhatikan gaya gaya yang bekerja pada silinder dan balok.

Dengan menggunakan hukum dua newton pada silinder dan balok akan kita dapatkan
Silinder (gerak translasi)

2f —=Tsinf = May ...(1)
Silinder (gerak rotasi)

1
(T = 2f)R = 5 MR*ay

a
Karena silinder tidak slip akan berlaku a), = FM



1

2f =T —%MaM . (2)

Balok (arah sumbu x)
mg sin 8 = may, cos 6
ay =gtanb ...(3)
Balok (arah sumbu y)
mgcosf —T = m(% — ay sin6)
am
mgcos@ —T = may (1 —sinf)
Subtitusi persamaan (3)
T =mg[cosf —tan O (1 —sinH)] ... (4)

Subtitusi persamaan (2) ke (1)

1
T—EMaM—TsinG = May

3
T(1-sinf) = EMaM

Kemudian subtitusi persamaaan (3) dan (4)

cos @

3
mg[cos@ —tan 6 (1 —sinB)]|(1 — sinh) = EMg tan 6| X
2m[cos? 8 —sin6 (1 —sin0)](1 — sinB) = 3M sin b

2m |cos? 6 + sin? 0 —sinf| (1 —sinf) = 3M sin 8
1

2m(1 —sin0)(1 —sinf8) = 3M sin 6
2m(1 — 2sin@ + sin? ) = 3M sin 6
2m — 4msin 6 + 2msin? = 3M sin

@sinZH—(3M+4m)sin9+%Ln=0

a b Cc
Gunakan rumus abc untuk menyelesaikan persamaan kuadrat di atas

—b + Vb2 — 4ac
2a

sinf =



—(-3M +4m)) + \/(—(3M + 4m))2 —4(2m)(2m)
2(2m)

3M + 4m + /(3M + 4m)? — (4m)?
4im

sinf =

sinf =

inf=1+—+
sin + 16m?

3M 9M? + 24Mm
Idm —

g 3M, oM 3M
Sy = 4m = [16m?  2m

3
Kita subtitusi M = 0,6m = gm

3m) @) 3G
4m | 16m? 2m

sinf =1+

81 9

9
) _ A Rl
sin @ 1+20_ 400+10

1.9, |8L 360
SN = 2750 200 T 200

ing = 29 4 21
S =207 20
Karena nilai sin 8 hanya berada di antara selang nilai 0 < sin 8 < 1, kita pilih yang tanda

negative.

sin @ =§

Untuk mencari tan 6 kita gunakan cara ajaib ini




x=V25-4=+21
g = x V21

cosf =-5=—

tan g = sing 2

ME = 0s6 Vo1

Subtitusi nilai tan 8 ke persamaan (3) untuk mendapatkan percepatan silinder.
2
a = —

7. Sebuah katrol bermassa M dan berjari-jari R dihubungkan melalui seutas tali ke dua buah
balok bermassa m; dan m, yang terletak di atas lantai licin horisontal. Berapakah

percepatan sudut katrol? Anggap a, > a,. (Binovatif)

aq a;
—_— —

s

Perhatikan diagram gaya masing-masing benda.

T, T, a N
Ny a, ¢ 2 2
*—L T, T, e——
mg m l l Ay myg

Mg

)

Solusi :

Dengan menggunakan Hukum Il Newton pada setiap benda akan kita dapatkan
Balok kiri (gerak translasi arah sumbu x)
T1 == mlal e (1)

Balok kanan (gerak translasi arah sumbu x)



T, = mya, ...(2)
Katrol (gerak translasi arah sumbu y)
Mg —T, —T, =May ...(3)
Katrol (gerak rotasi)

1
(Tl - Tz)R == EMRZCZM

2T1 - 2T2 == MRaM e (4‘)
Kita juga bisa mendapatkan hubungan berikut
az - a1 az + a1
ay = R (5)dan a, = 7

Nah loh, dapat dari mana coba. Ayo kita turunkan bersama.

(6)

Misalkan balok kiri bergerak sejauh x; ke kanan dan balok kanan bergerak ke kiri sejauh
x, dimana x, > x;, maka panjang tali yang yang menghubungkan katrol kiri dan katrol
kanan dengan katrol M adalah x; + x, + L, dengan L, adalah panjang awal tali yang yang
menghubungkan katrol kiri dan katrol kanan dengan katrol M sebelum balok kiri dan
balok kanan bergerak dan nilainya kosntan. Katrol M akan turun sejauh y, =
(%1 + x5 + Ly)/2. Ingat bahwa percepatan adalah turunan kedua terhadap waktu dari
perpindahan.
_d%x

dt?
Sekarang kita turunkan hasil yang telah di dapat sebelumnya.

a

d’yy _ d’ (x1 +x, + LO)
dtz — dt? 2

d’yy 1[d*x N d?x, N d?L,
dt? 2\ a2 = de?2 - dt?

ay aq a, 0

a, +aq
aM=

,ini adalah persamaan (6)

Terus yang persamaan (5) dari mana asalnya? Nah perhatikan gambar di bawah ini dulu!



tali kiri tali kanan

ap =a,—aq

l l tah kanan

K U \aM
éal

tali kiri

Jika kita tinjau relatif terhadap tali kiri, atau tali kiri diam, titik P yang berada di titik
pertama persentuhan tali kanan dengan katrol memiliki percepatan ap = a, — a;.
Karena titik Q berada di titik persentuhan pertama tali kiri dan katrol, dia juga diam
dalam kerangka tali kiri. Titik P dapat kita anggap bergerak melingakr terhadap titik Q,
titik Q disini dapat dianggap sebagai poros sesaat. Maka akan berlaku

a —
2 L ini adalah persamaan (5)

2RaM=ap=a2_a1$aM=

Nah bagaimana guys, Masih ada yang belum paham.... klo masih ada.... ya sudahlah...
tabahkan hatimu nak..wkwkwek.... nanti juga paham koq.... kita kembali ke soal.

Subtitusi persamaan (1), (2), dan (6) ke (3)

1
Mg —mia; —myd, = EM(az + al)

(M + zml)a1 + (M + Zmz)az = ZMg (7)
Subtitusi persamaan (1), (2), dan (5) ke (4)

a, —a
2m1a1 - Zmzaz = MR( 22R 1)
. M+ 4m2) (8
1= (M + 4m1)

Subtitusi persmaan (8) ke (7)

(M + 4m,)
(M + 2m1)ma2 + (M + 2m2)a2 = 2Mg
M +2my)(M + 4m,) + (M + 2m,)(M + 4m,)
a, =2Mg
(M + 4m,)
M? + 2M (my + 2m,) + 8mym, + M? + 2M(2my +m,) + 8mym, oM
(M + 4m,) 42 =219

2M? + 2M(m, + 2m, + 2my + my) + 16mym,
(M + 4m,)

a, =2Mg



M? + 3M(m,; + m,) + 8m;m,
(M + 4m,)
M(M + 4m,)
~MZ+ 3M(my; + m,) + 8mym,

a, = Mg

a; g-)

Subtitusi persamaan (9) ke (8)

(M +4m,) M(M + 4m,)
N =M + 4my) M2 + 3M(m, + my) + 8mymy, Y
M(M + 4m,)
a, 9

T MZ+ 3M(my; + m,) + 8mym,
Terakhir subtitusi a, dan a; ke persamaan (5)

1 M(M + 4m,) M(M + 4m,)
~ 2R\MZ + 3M(m, + my) + 8mym,? ~ M + 3M(m, + m,) + 8mym, J

24

_ MM +4my) -M(M +4m;) g
~ M2+ 3M(m,; +m,) + 8mym, 2R
_ M?+4Mm; — M? —4Mm, g
~ M2+ 3M(m,; +m,) + 8mym, 2R

(447

(447

q = 2M(my —my)g
M™ (M2 +3M(m,; + m,) + 8mym,)R

8. Sebuah koin kecil bermassa m terletak di atas meja lingkaran yang berputar pada jarak r
dari pusatnya seperti yang terlihat pada gambar. Jika meja mulai berputar dari keadaan
diam lalu di percepat dengan percepatan sudut a. Berapakah koefisien gesek statik antara
koin dan meja sehingga koin tepat tergelincir saat piringan telah berputar sebanyak N

putaran.

Solusi :



Kita tinjau saat koin m tepat akan tergelincir. Misalkan saat ini kecepatan sudut meja dan
koin m adalah w. Gaya yang bekerja pada koin adalah gaya sentrifugal dan gaya yang
menyebabkan meja dan koin berputar dengan percepatan sudut a dan kedua gaya ini

tegak lurus. Besar total gaya luar yang bekerja pada massa m selain gaya gesek adalah

F = \/(mar)2 + (mw?r)?

Saat koin hampir tergelincir, besar gaya ini sama dengan gaya gesek statik maksimum.

F = ugmg = /(mar)? + (mw?r)?
r
Us = E\/az + w*

Sudut yang ditempuh koin setelah N putaran adalah
0 = 2nN
Dengan menggunakan persamaan gerak melingkar berubah beraturan dipercepat,
kecepatan sudut w saat koin akan tergelincir adalah
w? = wy? + 2a6

w? = 4anN = w* = 16a?n*N?
r ar
b = E\/az +16a?mIN? = py = —-V1 + 16n2N?

9. Terdapat sebuah tongkat homogen bermassa m dan panjang L dengan momen inersia

terhadap pusat massanya adalah Iy, = (1/12)mlL?. Tongkat ini diporos salah satu
ujungnya pada dinding vertikal. Pada saat awal tongkat berada dalam posisi vertikal

kemudian dilepaskan.

a. Tentukan percepatan angular tongkat sesaat setelah dilepaskan!
b. Tentukan percepatan linear suatu titik pada tongkat yang berjarak d dari poros

sesaat setelah tongkat dilepaskan!



C.

Tentukan nilai dy dimana titik-titik pada tongkat yang jaraknya lebih dari nilai ini
akan memiliki percepatan yang lebih dari percepatan gravitasi!

(Klinik Olimpiade Fisika @klinikfiskapku)

Solusi :

Hukum II Newton untuk gerak rotasi (terhadap poros)

mg

er = Ipa

Kenapa kita jadikan poros sebagai acuan? Sebenarnya kita juga bisa menjadikan
pusat massa batang sebagai acuan, namun itu berarti menjadikan gaya dari poros Fy
memiliki lengan gaya sehingga dia akan masuk ke persamaan torsi kita, padahal kita
tidak mengetahui berapa besarnya. Akan tetapi, ketika kita menjadikan poros sebagai
acuan, gaya dari poros F, tidak akan memberikan torsi pada sistem kita karena
lengan momennya sama dengan nol. Satu hal lagi, percepatan sudut tongkat baik
dengan acuan poros ataupun acuan pusat massanya sendiri besarnya sama, silahkan
dibuktikan sendiri ya ©©©.

Berikutnya, momen inersia tongkat terhadap poros berbeda nilainya dengan momen
inersia tongkat terhadap pusat massanya. Maka kita perlu mencari momen inersia
tongkat terhadap poros. Ini bisa kita dapatkan dengan menggunakan teorema sumbu

sejajar, bagi yang belum tau silahkan lebih lanjut dipelajari sendiri ya ©©®©.

L L\?
mgzz Ipm+m(§> a

S E
— = |— — = =
mg2 12m 4m a a

39
2L

b. Percepatan sesaat titik ini adalah

3gd
a(d) =ad = a(d) = >



c. Untuk titik-titik yang memiliki percepatan lebih dari percepatan gravitasi

a(d) > g
3gd> =>d>2L=>d _Z
2L~ 9 3 073

Sehingga titik-titik yang berada di posisi dy < d < L akan memiliki percepatan linear

sesaat yang lebih besar dari percepatan gravitasi.

10. Sebuah silinder pejal bermassa M menggelinding tanpa slip menuruni bidang miring
diam bersudut elevasi 8 dengan kecepatan awal v,. Seseorang ingin menghentikan
silinder tersebut dengan memberikan beban. Pada pusat silinder tersebut dikaitkan tali
sehingga tali membentuk sudut ¢ terhadap permukaan bidang miring. Di ujung lain tali
tersebut, diikatkan ke sebuah beban kotak m yang memiliki massa sama dengan silinder.
Diketahui koefisien gesek antara kotak dan bidang miring adalah u serta percepatan

gravitasi g.

Asumsikan gesekan beban mampu mengehentikan gerak silinder. Tentukanlah :

a. Jarak yang ditempuh silinder hingga berhenti!

b. Syarat sudut ¢ yang dapat memenuhi asumsi di atas (nyatakan dalam 6 dan p)!

Solusi :

a. Di asumsikan bahwa gesekan antara beban dan bidang miring dapat menghentikan
gerakan silinder, maka tali penghubung antara keduanya haruslah tegang, di sini
dapat kita ambil bahwa perlambatan kedua benda sama yaitu a. Berikut diagram gaya

pada kedua benda



arah gerak arah gerak

Agar silinder bisa berhenti, sistem haruslah dipercepat ke atas berlawanan dengan
arah gerak atau dengan kata lain sistem diperlambat dengan besar nilainya adalah a.
Agar hal ini terpenuhi pula, tali yang menghubungkan kedua benda haruslah selalu
tegang, karena jika tidak, silinder akan memiliki peluang untuk dipercepat. Baik,
berikutnya kita tinjau gaya-gaya yang bekerja pada kedua benda.
Untuk Beban
Gaya gesek yang bekerja pada beban adalah gaya gesek kinetik karena terjadi gerak
relatif antara permukaannya dengan permukaan bidang miring sehingga berlaku
fx = pN.
Resultan gaya arah tegak lurus bidang miring
N—-Mgcos@ +Tsingp =0
N =MgcosO —Tsing ...(1)
Resultan gaya arah sejajar bidang miring
fk —Mgsin@ —T cos¢p = Ma
UN —Mgsin@ — T cos¢p = Ma ... (2)
Untuk Silinder
Pada silinder ini, karena dia menggelinding tanpa slip dan tidak terjadi gerak relatif
antara permukaannya dengan permukaan silinder, maka gaya gesek yang bekerja
adalah gaya gesek statik dan berlaku ¢ = a/R.
Resultan gaya arah sejajar bidang miring
Tcos¢p — f —Mgsinf = Ma ... (3)

Resultan torsi berlawanan arah jarum jam

1 , (4 1
fiR == MR (E):>fS:EMa...(4)

Subtitusi persamaan (1) ke (2)



u(Mgcos6 —Tsingp) —Mgsinf — T cos¢p = Ma
Mg(ucos6 —sin@) — T(using + cos¢p) = Ma ... (5)
Subtitusi persamaan (4) ke (3)

1
Tcosqb—EMa—MgsinH = Ma

3 1 3
T =Mgsinf +-M T=—(M inf +-M ) 6
cos ¢ g sin +2 a= cos g sin +2 al..(6)

Subtitusi persamaan (6) ke (5)

1 3
Mg(ucos 6 — sin8) —m<Mg sin 6 +EMa) (using + cosp) = Ma

3
Mg(ucos@ —sinf) — (Mg sin 6 +EMa) (utangp + 1) = Ma

2g[ucos@ —sinf — (utang + 1) sinf] = a[3(utan ¢ + 1) + 2]
2g[ucos@ — (utan ¢ + 2) sin 6]
a =
3utan¢ + 5

Kecepatan awal sistem adalah vy, maka jarak yang ditempuh sampai berhenti adalah

v.2 = vy% — 2as

O=voz—20tsﬁs=vi2
2a
(Butan ¢ + 5)v,?2
5= 4glucosf —sin6 (utan ¢ + 2)]

. Tadi kita definisikan arah a adalah berlawanan arah gerak sistem. Maka agar silinder
dapat berhenti, perlambatan a haruslah lebih dari sama dengan nol, karena jika
negatif, berarti arah a berlawanan dengan arah arah yang kita definisikan, yang

artinya pula sistem dipercepatan searah dengan arah gerak awalnya.

a=0
2g[pucos@ — (utan ¢ + 2) sin 6] -0
3utang + 5 o

pcos@ — (utang + 2)sinf = 0
utang + 2 < ucoté

2
tang < cotH—;



11. Gambar di bawah ini memperlihatkan dua balok kecil dengan massa sama (m) yang
keduanya dihubungkan dengan seutas tali ringan yang tidak dapat molor. Salah satu
balok berada di atas meja pada posisi radial sejauh r dari pusat sebuah meja datar yang
diputar dengan kecepatan sudut konstan w = 5rad/s, sementara balok lainnya
tergantung di bawah meja dengan tali penghubung kedua balok melewati sebuah katrol.
Diketahui koefisien gesek statik antara balok dengan permukaan meja adalah g, = 0,6,
dan besar percepatan gravitasig = 9,8 m/s%. Tentukan nilai maksimum dan minimum
T, yaitu ry.ks dan myi,, agar balok yang berada di atas meja tidak bergeser/bergerak.

(OSK Fisika 2017 Kota Medan)

Solusi :

Ketika jari-jari r bernilai minimum, gaya gesek yang bekerja pada balok di atas meja
cenderung berarah radial keluar menjauhi pusat rotasi meja. Sebaliknya ketika jari-jarir
bernilai maksimum, gaya gesek yang bekerja pada balok di atas meja cenderung berarah
radial ke dalam menuju pusat rotasi meja. Perhatikan diagram gaya yang bekerja pada

balok di atas meja dan balok yang menggantung berikut

T

L8
N N
M Fi Y

T € >F, T € >F,

=

A 4

mg mg mg

Tinjau balok yang menggantung
T—-mg=0=T=mg
Gaya sentrifugal yang bekerja pada balok di atas meja adalah

F, = mw?r



Tinjau balok di atas meja pada arah horizontal
N—-mg=0=N=mg
Gaya gesek yang bekerja pada balok di atas meja untuk kondisi r,;,, dan 7, adalah gaya
gesek kinetik maksimum namun berlawanan arah
f =usN =psmg
Untuk nilai r = r,;,,, tinjau balok di atas maja untuk arah radial (gambar tengah)
FE+f-T=0
Mw?rpin + usmg —mg =0

(A —p9g

Tmin = w2

Untuk nilai r = 7., tinjau balok di atas maja untuk arah radial (gambar kanan)

Fo—f-T=0
MW Tinax — fsmg —mg =0
S (1+u5)g
max — w2

Dengan mensubtitusi nilai-nilai yang diketahui akan kita dapatkan

(1-10,6)9,8

Tinin = 23— = Tmin = 0,16 m
(1+40,6)9,8

Tinax = ———g3——— = Tmax = 0,63 m

12. Sebuah bidang miring bermassa m; dengan sudut kemiringan 6 yang berada di atas
lantai licin ditarik dengan gaya horizontal F yang konstan ke kanan. Panjang sisi
horizontal bidang miring adalah L. Di atas sisi miring bidang miring tersebut terdapat
balok m,. Seluruh permukaan antara balok dengan bidang miring, serta antara bidang
miring dengan lantai bersifat licin. Pada saat awal, bidang miring maupun balok dalam
keadaan diam, serta balok berada di ujung atas bidang miring. Percepatan gravitasi g ke

bawabh. lihat gambar berikut.



lg

licin

N
v

Tentukan :

Persamaan gerak untuk bidang miring maupun balok.
b. Percepatan bidang miring terhadap lantai.
c. Waktu yang diperlukan balok agar sampai di dasar bidang miring.
Solusi :

a. Berikut diagram gaya pada bidang miring m, dan balok kecil m,

N,
oo
m,a,

m,gsiné

m,gcosf
m,g 29

Untuk m,
Diagram gaya pada gambar di atas relatif terhadap lantai
Menggunakan Hukum II Newton pada arah horizontal akan kita peroleh
F + N;sinf = mya; ...(1)
Untuk m,
Diagram gaya pada gambar di atas relatif terhadap bidang miring m,. Karena bidang
miring dipercepat ke kanan maka balok akan mendapatkan gaya fiktif yang arahnya
ke kiri dan besarnya adalah massa balok di kali percepatan bidang miring.
Menggunakan Hukum II Newton pada arah tegak lurus dan sejajar bidang miring
akan kita peroleh
N, + mya, sinf@ —mygcosf =0
N, = m,g cos8 —m,a,; sinf ...(2)

Dan



m,g sin 6 + mya, cos 8 = mya,
a, =gsinf +a,cosf ...(3)
b. Subtitusi persamaan (2) ke (1)
F + (m,g cos @ —mya, sinfB) sin @ = mya,
F + m,g sin 0 cos @ = mya, + mya, sin®
F + m,gsin 0 cos 8 = (m, + m, sin? 8)a,

_ F+mygsin O cosb

a, .
m, + m, sin? 6

c. Subtitusi a; ke persamaan (3)

) F +m,gsin 6 cos 6
a, =gsinf + — cos 0
my + m, sin“ @

B (m; + m,sin?0)gsinf + (F + m,g sin 6 cos 8) cos §

a, .
m, + m, sin? 6

(my + my)gsinf + F cos 6

a, = .
my; + m, sin? 6

Waktu yang diperlukan balok untuk sampai di lantai adalah

L1,
ST cose 2%

2L
a, cos 6

Dengan mensubtitusi nilai a, akan kita peroleh

. 2L m,; + m, sin? 6
~ |cos@\(m; +m,)gsinb + F cos 6

13. Pada sistem berikut ini, semua katrol dan tali ringan dan licin. Pada sistem ini balok M

hanya bertranslasi, tidak berotasi.



a. Buktikan bahwa percepatan katrol M dapat dinyatakan sebagai berikut

M —7m
MM+ 49m?

b. Sekarang, jika terdapat N buah katrol, buktikan bahwa percepatan balok M akan

berbentuk

M—-2N-1m
MM+ @V —1)m?

(Binovatif)

Solusi :

a. Pertama, kita misalkan balok M dipercepat ke bawah dengan percepatan a,,
sedangkan balok m dipercepat ke atas dengan percepatan a,,. Karena katrol licin,
maka tegangan tali yang melewati katrol besarnya akan sama di kiri dan kanannya.
sekarang perhatikan gambar sistem katrol di atas. Kita beri nama katrol paling atas
katrol 1, katrol di bawahnya sebagai katrol 2, dan katrol berikutnya katrol 3.
Selanjutnya Kkita sebut tegangan pada tali yang melewati katrol 1, 2, dan 3 sebagai

T, T,, dan T;. Sekarang kita tinjau gaya-gaya pada setiap benda.

Balok m
T; —mg = may, ...(1)
Balok M
Mg—T,—T,—T; =May ...(2)
Katrol 3

TZ - 2T3 =0= TZ = 2T3 (3)



Katrol 2
T, —2T,=0=T, =2T, = 4T5 ...(4)
Sekarang perhatikan hubungan percepatan balok M dan m. Percepatan tali 1 tepat
sama dengan percepatan balok M, karena tali ini terhubung langsung dengan katrol
2 melalui katrol 1, maka katrol 2 akan dipercepat ke atas dengan percepatan a,,.
Sekarang perhatikan tali 2. Percepatan tali 2 di sebelah kiri katrol 2 adalah sama
dengan a,,. Kemudian jika kita tinjau percepatan tali 2 bagian Kkiri ini relatif terhadap
katrol 2, maka percepatan akan menjadi 2a,, dan ini akan sama dengan percepatan
tali kanan relatif terhadap katrol (klo belum paham silahkan pelajari konsep gerak
relatif). Maka, percepatan tali 2 sebelah kanan terhadap tanah adalah 3a, dan
percepatan ini akan sama dengan percepatan katrol 3. Berikutnya amati dengan cara
yang sama untuk tali 3, percepatan tali kirinya adalah a, dan percepatan tali
kanannya adalah 7a,, relatif terhadap tanah dan percepatan tali 3 sebelah kanan ini
akan sama dengan percepatan balok m. Secara matematis hasil ini dapat kita
nyatakan sebagai
Am = 7ay ... (5)
Subtitusi persamaan (5) ke (1) akan diperoleh
T; —mg = m(7ay) = T3 = mg + 7may, ... (6)

Subtitusi persamaan (3) dan (4) ke (2)

Mg — 4T3 — 2T3 — T3 = May,

Mg — 7T; = may,

Kemudian subtitusi persamaan (6)

Mg — 7(mg + 7may) = may

Mg —7mg — 49may = May

M—7m _
(M —-7m)g = (M +49m)ay, = ay = mg (terbukti)

. Sekarang terdapat N buah katrol, berdasarkan persamaan (3) dan (4), hubungan
tegangan tali pada katrol ke 1, 2, 3, ..., N — 1, dan N adalah
Ty-1=2Ty
Ty_p =2Ty_1 = 4Ty
Tn-3 = 2TN—p = 4Ty_1 = 8Ty



T, = 2N73Ty
T, = 2N72Ty
T, = 2Ny
Atau secara umum T}, = 2V kT
Persamaan gerak balok m adalah
Ty —mg = ma,, ...(7)
Persamaan gerak balok M menjadi
Mg—T, =T, =T33 = =Ty-3 —Ty—2 = Ty-1 — Ty = May
Mg—(Ty+ Ty +T3+ -+ Ty 3+ Tyo+Ty_1+Ty) =May
Mg —T = May ...(8)

Dengan

N
T=Ty ) VK =Ty@V 4292 42V 4 £ 27 4 24 1)
k=1
T=Ty(@A4+2+2%+ - 4+2V3 428724 2N"1) = T\, Sy

deret geometri

Sy adalah deret geometri dengan suku pertama a = 1 dan rasio r = 2, maka nilainya

adalah

s _a@r¥-1) 2V -1
NToor—1 T 241

=2V -1

Maka
T=02N-1DTy..(9
Sekarang kita lihat hubungan percepatan balok M, tiap katrol, dan balok m. Dengan
cara yang sama seperti bagian a, akan kita dapatkan hubungan
a, = 0 (katrol 1 diam)
Az = ay
az = ay +a, +a, =3ay
a, =ay taz+az;=7ay
as =ay +a, +a, =15ay

ag = ay +as +as = 3lay



ay_1 = (2V"2 —1)ay
ay = 2N 1= Day
ay+1 = ¥ = Day
Secara umum menjadi a;, = (21 — 1)ay,
Balok m dapat kita anggap sebagai katrol ke N + 1, sehingga hubungan percepatan
balok M dan m menjadi
a, = (2¥N — Day, ... (10)
Subtitusi persamaan (10) ke (7)
Ty —mg = m(2¥ — Day,
Ty =mg + m(2Y — Day, ... (11)
Dari gabungan persamaan (8), (9), dan (11) akan kita peroleh
Mg — (2¥N — D)[mg + m(2N — 1)ay] = May,
Mg — (2YN = 1D)mg — m(2N — 1)?ay, = May,
M- (2" -1m)g = [M+m(2" — 1)?]ay

M- (@Y - 1Dm
M= 2N — 1D2m

g (terbukti)

14. Sebuah yoyo bermassa M digantungkan ke langit-langit melalui seutas tali yang melilit
jari jari dalamnya (7). Pada jari-jari luar yoyo (R) juga dililitkan tali, kemudian pada
ujungnya digantungkan balok bermassa m. Berapa percepatan sudut yoyo? Anggap yoyo

sebagai cakram bermassa M dan berjari-jari R. (Binovatif)

Solusi :

Perhatikan diagram gaya yang bekerja pada yoyo dan balok.



g
Lo

Dengan menggunakan Hukum II Newton pada kedua benda akan kita dapatkan
Yoyo (gerak translasi arah sumbu y)
Mg+K-—-T=MA..(1)
Yoyo (gerak rotasi)
Tr — KR =la

Karena yoyo dianggap sebagai cakram bermassa M dan berjari-jari R, momen inersianya

1
menjadi I = EMRZ.

1
Tr —KR = MR ...(2)

Balok (gerak translasi arah sumbu y)
K —mg =ma...(3)
Jika diamati dengan seksama, kita bisa dapatkan hubungan berikut ini
A=ra..(4)
a=R-1r)a..(5)
Loh, dari mana dapatnya, koq bisa gituh sih... hehe... gini trik dapetinnya. Lihat lagi

gambar ini!




Coba lihat bagian yoyo yang warna hijau, dia kan ibaratkan silinder yang menggelinding
tanpa slip di atas lantai, kalau di sini bagian dalam yoyo menggelinding tanpa slip di atas

tali. Jadi berlakulah syarat gerak tanpa slip yaitu 4 = ra.

Raa

aT & lA
Terus yang persamaan (5) dari mana? Begini, jika kita tinjau relatif terhadap yoyo,
artinya yoyo dianggap diam, maka percepatan tali yang melilit jari-jari luarnya adalah
aR. Nah tali yang melilit jari-jari luar ini kan terhubung langsung dengan balok m, berarti
percepatan balok m relatif terhdap yoyo adalah aR dan arahnya ke atas. Namun pada
kenyataannya yoyo dipercepat terhadap tanah yang arahnya ke bawah sebesar A = ra,
berarti percepatan balok terhadap tanah adalah percepatan ke atasnya terhadap yoyo
atau aR dikurangi percepatan yoyo turun rea, atau secara menjadi
a=Ra-—ra
a=(R—-7a
Begitu ya... kembali ke soal.
Subtitusi persamaan (5) ke (3)
K—-mg=mR—-r)a=K=mg+m(R—r)a..(6)
Subtitusi persamaan (4) dan (6) ke (1)
Mg+mg+m(R—-r)a—T = Mra
(M +m)g +mRa —mra —Mra=T
T=M+m)g+(mR—-1r)—Mr)a..(7)
Subtitusi persamaan (6) dan (7) ke (2)

(M +m)gr + (m(R —71) — Mr)ra —mgR —m(R —r)Ra = %MRZOC
[((M + m)r —mR]g = [—(m(R —r)—=Mr)r+m(R—7r)R+ %MRZ] a

1
[((M + m)r —mR]g = [—mRr +mr? + Mr? + mR? — mRr + EMRZ] a



1
[((M + m)r —mR]g = Mr2+§MR2+m(R2—2Rr+r2) al x 2

(R-1)2

2[(M + m)r —mR]g = [M(R? + 2r?) + 2m(R — r)?]a
B 2[(M + m)r —mR]g
“ T MQRZ+2r2) + 2m(R — 1)?

Yang selanjutnya ini mungkin tidak ditanyakan, tapi penting untuk diketahui.

Arah putaran yoyo akan searah jarum jam jika @ > 0
2(M + m)r — 2mR
M(R% + 2r2) + 2m(R — )27
2(M +m)r—2mR >0

>0

Mr + mr > mR
Mr >m(R —71)
M R

—>—-1
m r

Jadi perbandingan massa yoyo dan balok haruslah lebih besar dari perbandingan jari-jari

luar dan dalam yoyo dikurangi 1. Jika nilainya sama sistem akan seimbang.

M R
Nah bagaimana kalau - < i 1, percepatan sudut akan bernilai negatif.

Artinya arahnya akan berlawanan dengan arah awal yang sudah kita tentukan. Arah awal

searah jarum jam, dan sekarang arahnya menjadi berlawanan arah jarum jam. Karena

sebab apa? Asbab nya adalah nilai perbandingan massa tadi.

15.Sebanyak N buah kotak identik bermassa m ditumpuk seperti diilustrasikan pada

gambar di bawah. Koefisien gesek di setiap permukaan adalah pu . Kotak ke k

(0 < k < N) ditarik sehingga mengalami percepatan sebesar a.
a. Hitung besar gaya tarik pada kotak k

b. Hitung besar percepatan kotak p (0 < p < k)

c. Hitung besar percepatan kotak q (k < g < N)

(LT]] Fisika SMA 2018 Pelatihan-OSN.com)



N buah kotak

Solusi:

Kita hitung kotak dari bawah. Perhatikan diagram gaya pada masing-masing kotak!

B 7.

VN,
mg

Kita asumsikan semua gaya gesek yang bekerja adalah gaya gesek kinetik. Gaya normal

dan gaya gesek kinetik yang bekerja pada setiap benda adalah

N, = Nmg fi = uNmg

N, = (N —1)mg fo=uN —1)mg

N; = (N —2)mg fs = u(N —2)mg
Np=(N—-n—-1)mg fo =N —n—1)mg
Ny =(N—k—1)mg fi = (N —k —1)mg

Nis1 = (N —k —2)mg feer =N —k —2)mg



Ny =((N—-p—-1)mg fo=p(N—-p—1)mg

Npy1 =N —p—2)mg fo+r1 =u(N —p —2)mg
Ng=((N—-q-1)mg fo=nN—-q—1)mg
Nq+1 = (N - q-— Z)mg fq+1 = u(N — q-— 2)mg

a. Tinjau kotak ke k

Z E, =ma
F—fx = fkr1 =ma
F—u(N—-—k—-1mg—u(N—-k—2)mg=ma
F =u(2N — 2k —3)mg + ma
b. Tinjau kotak ke p
LF, = ma,
—fp F fp+1 =may
Kita tahu bahwa f, > f,,;, sedangkan gaya yang cenderung menarik kotak ke p
adalah f, ., berarti gaya f, bukan gaya gesek kinetik melainkan gaya gesek statik dan
belum mencapai nilai maksimumnya. Sedangkan f,,,; adalah gaya gesek statik yang
sudah mencapai nilai maksimum dan besarnya sama dengan f,,. Hasil ini menandakan
bahwa kotak ke p diam.
a, =0
Karena 0 < p < k, berarti seluruh kotak di bawah kotak ke k seluruhnya tidak
bergerak.
c. Tinjau kotak ke g

ZFx =may

fq - fq+1 =ma,
p(N —q—1)mg —u(N — q + 1)mg = ma,
pmg =ma; = ag = Ug
Karena k < q < N, berarti seluruh kotak di atas kotak ke k seluruhnya bergerak

bersama dengan percepatan yang sama pg.



Dinamika dan Kesetimbangan: Aplikasi Hukum | Newton

1. Sebuah batang homogen dengan massa m dan panjang L diikat dengan menggunakan 2
tali yang masing-masing panjangnya . Terdapat dua beban yang digantung pada ujung
batang B dan C dengan berat masing-masing 2w dan w (lihat gambar). Tentukan besar
sudut ¢ ketika sistem dalam keadaan setimbang. Nyatakan jawaban Anda dalam w,m, [,

dan L. (OSK Fisika 2016)

Solusi :

Karena sistem seimbang, torsi total yang bekerja pada satiap titik akan bernilai nol. Di
sini kita harus bisa memilih titik acuan yang paling efektif atau yang paling memudahkan
kita. Ada yang tau titik mana itu? Kalau saya sendiri, saya akan memilih titik terikatnya
tali di langit-langit. Kenapa? Karena menurut saya ini tidak akan terlalu banyak memuat

variabel.

2w

Tapi teman-teman boleh memilih titik mana saja namun untuk pembahasan ini, kita akan
jadikan titik terikat tali di langit-langit sebagai acuan, untuk mudahnya kita sebut titik ini
sebagai titik O.

Dari gambar bisa kita dapatkan



9= ing = 4]2 — ]2 dantan g = 4]2 — ]2
cos _ZZ'Sm = 5] ,dantan @ = L
h=1sin@

keseimbangan torsi tehadap titik O

Z =0
2wl cos(8 + ¢p) — mghsin¢p —wlcos(0 —¢p) =0
Gunakan identitas trigonometri
cos(x +y) = cosxcosy —sinxsiny
cos(x —y) = cosxcosy + sinxsiny
maka
2wl(cos 8 cos ¢ — sin @ sin ¢p) — mgl sin O sin p — wl(cos O cos ¢ + sinf sinp) = 0
wcos 8 cosp = (3w + mg) sin 6 sin ¢

w cos 0 ><1/c056?
(Bw +mg)sinf| 1/cosé

tang =

w
(Bw +mg) tan 6

tan¢ =

w
tang¢ =

V4?2 — 2

(Bw +mg) I

wlL wL
= ¢ = arctan
Bw + mg)V4l? — I? ¢ <(3W + mg)V4l? — L2>

2. Sebuah yoyo homogen yang memiliki massa m dan jari-jari luar R berada di atas

tan¢ =

permukaan bidang miring kasar yang membentuk sudut 8 terhadap horizontal. Yoyo
dibuat diam dengan mengikatkan sebuah benang pada permukaan jari-jari dalamnya r
seperti tampak pada gambar. Momen inersia yoyo terhadap pusat massanya adalah

Iym = (1/2)mR?2. Sistem berada dalam kesetimbangan.



Gambarkan diagram gaya yang bekerja pada yoyo!

. Hitung gaya gesek yang bekerja padanya untuk kondisi ini (f)! Nyatakan dalam m, g,
r, R, dan 6.

Benang kemudian dipotong sehingga yoyo menggelinding tanpa slip. Tentukan gaya
gesek yang bekerja padanya untuk kondisi ini (f;ot)!

. Tentukan perbandingan f,,./f untukr = R/2 dan 6 = /3 radian!

(Klinik Olimpiade Fisika @klinikfiskapku)

Solusi :

Berikut gaya-gaya yang bekerja pada yoyo.

N

. Kita jadikan sumbu x sejajar bidang miring dan sumbu y tegak lurus bidang miring.

Hukum [ Newton untuk gerak translasi (sumbu x)

Yo
f+Tcos@ —mgsinf =0...(1)

Hukum [ Newton untuk gerak rotasi (terhadap pusat massa yoyo)

erm =0

Tf—fR=O:>T=§f...(2)

Subtitusi (2) ke (1)



mgr sinf

R :
f+;fcost9—mgsm9—0=>f—m

c. Ketika benang diputus gaya tegang T akan hilang dan yoyo dipercepat ke bawah.

N .
N\
P

~ mg

Karena yoyo menggelinding tanpa slip akan berlaku a = aR.

Hukum II Newton untuk gerak rotasi (terhadap pusat massa yoyo)

Z Tpm = lpm@

1 ,a 1
frotR = EmR E = frot = Ema ..(3)

Hukum II Newton untuk gerak translasi (sumbu x)

Ye

mgsin 0 — f.or = ma
Subtitusi (3)

1 2
mgsin@—zma=maﬁa=§gsin9...(4)

Subtitusi (4) ke (3)

1
frot = gmg sin @

d. Perbandingannya adalah
frot _ T+ Rcos6
f 3r
Untuk 7 = R/2 dan 6 = /3 memberikan sin & = v/3/2 dan cos § = 1/2 sehingga

frot _ R/ +R(1/2) _ fror _2

F - 3R f 3

3. Diketahui dua batang seragam yang disusun seperti pada gambar berikut. Batang

dengan panjang D dipasang tegak lurus terhadap batang dengan pamjang L; + L, (lihat
gambar). Massa total batang adalah M. Ujung batang D diletakkan pada poros O yang



licin, sedangkan pada ujung batang L, dan batang L, dipasang massa masing-masing
berturut-turut M; dan L,. Ternyata pada keadaan setimbangbatang D membentuk
sudut 6 terhadap vertikal. Percepatan gravitasi g ke bawah. Tentukan nilai dari tan 6

dinyatakan dalam besaran-besaran di atas! (OSK Fisika 2017)

A

Solusi :

Perhatikan diagram gaya batang padang saat keadaaan setimbang berikut!

Karena batang seragam, massa persatuan panjang batang adalah
M
A=————
D+L,+ L,
Massa batang yang panjangnya D adalah

Massa batang yang panjangnya L, + L, adalah
M(Ly + Ly)
= AL L)) = ———
my = Al + L) D+L;+ L,

Selanjutnya perhatikan gambar disamping ini!



Lengan momen masing-masing gaya berat adalah

x
Gayam g = 3

_DsinH

x
2 2

Gayam,g = d

Li+ L,

d=x—(L1c050—s)=Dsin9—<L1c050— cosH)

Li— L,

d=Dsin@ — cos @

GayaM;g = LycosO —x
GayaM,g = L, cosf + x

Kemudian kita gunakan Hukum I Newton tentang gerak rotasi atau keseimbangan torsi

ZTOZO

X
M;g(L,cos@ —x) — M,g(L,cos@ + x) — migz = mygd =0

terhadap titik O.

1
M;g(L,cos@ —Dsinf) — M,g(L, cos8 + D sin9) —EmlgD sin 6

Li— L,

2
—ng(DsinH— cos@)=0|><§
2M; L, cos 8 — 2M,L, cos @ — 2(M; + M;)D sin@ —m,D sin0 — 2m,D sin 6
+m,(L; — Ly)cos@ =0

[2(My + M,) + my + 2m,]D sin @ = (2(MyL, — MyLy) + my(Ly — L)) cos 6

sin @ —t _ 2(M1L1 — Msz) + mz(Ll — Lz)
cosg YT [2(M; + M) + my + 2m,|D
Subtitusi m; dan m, yang sudah kita dapatkan di awal
M(L, + L)
g POl ML) b G ) | DL+ L
B MD M(L, + L,) D+L;+ L,
M+ M)+ 5 L+ L T 2D+ L F LZ]D
o 20MiLy = MpLy)(D 4 Ly + L) + M(Ly + Lp)(Ly = Ly)

2(My + My)D(D + Ly + L,) + MD[D + 2(Ly + L,)]



2(MyLy — MyLy)(D + Ly + Ly) + M(L,* — Ly?)

tan 6 =
MY = My + M)D(D + Ly + Ly) + MD[D + 2(Ly + Ly)]

4. Sebuah bola bermassa m dan berjari-jari R di tahan pada tembok oleh sebuah tali. Tali
di ikatkan di tembok pada jarak H dari titik kontak bola dengan tembok. Tali ini
membentuk sudut 8 terhadap tembok dan garis perpanjangan tali ini tidak melewati
pusat bola. Tembok dimana bola ditahan membentuk sudut ¢ terhadap tanah. Sistem ini

ditunjukan oleh gambar di bawah.

5. Tentukan besar gaya tegang pada tali yang menahan bola tersebut!
6. Berapa koefisien gesek minimum antara bola dan tembok agar bola dapat
seimbang secara statik? (TO OSK Sainsworld)
Solusi :

a. Untuk menyelesaikan soal ini, kita gunakan syarat-syarat keseimbangan statik yaitu

resultan torsi dan gaya pada setiap arah bernilai nol. Perhatikan diagram berikut!

Tinjau keseimbangan torsi pada bola terhadap titik kontak bola dengan tembok. Dari

sini akan kita peroleh



D=0

: _ mgR sin ¢
THsin@ —mgRsing =0=T =——F—

Hsin 6

Tinjau keseimbangan gaya pada bola. Pada sumbu x akan kita peroleh
Tcos@ +f—mgsing =0
Subtitusi nilai T
mgR sin ¢ . _
Hsind cosf@+ f — mgsingp =0
mgR sin ¢ cos 0
Hsin 6
Hsinf — R cosf
H sin 6

Kemudian dari keseimbangan gaya untuk bola pada sumbu y akan kita peroleh pula

N —Tsin0 —mgcos¢ =0

f =mgsin¢ —

f =mgsin¢

Subtitusi nilai T
mgR sin ¢
Hsin @

mgR sin Rsin¢ + H cos
=gT¢+mgcos¢=»N=mg ¢H ¢

sinfd —mgcos¢p =0

Hubungan antara gaya normal N, gaya gesek f, dan koefisien gesek statik adalah
f =< .usminN

f

.uszﬁ

Subtitusi nilai f dan N

. Hsin@ —Rcos®
>mgsmq.’> H sin 0
Hs = Rsin¢ + H cos ¢
mg H
>Hsin¢sin9—Rsin¢c039
T~ Rsin¢sin6 + H cos ¢ sin

U

Bagi penyebut dan pembilang sis kanan dengan sin ¢ sin 6, sehingga akan kita

dapatkan



H — Rcotf

>
'uS_R+Hcotqb

Maka koefisien gesek minimum agar bola dapat setimbang secara statik adalah

_H — Rcot@
Hsmin =P H cot¢

5. Sebuah cincin bermassa M dan berjari-jari R di engsel di titik K (salah satu titik pada
keliling cincin) sehingga dapat berputar tanpa gesekan terhadap sumbu horizontal yang
melalui titik tersebut. Dengan kelajuan berapa seekor tikus bermassa m harus berlari di
permukaan dalam cincin supaya cincin selalu diam? Anggap permukaan dalam cincin

sangat kasar sehingga kaki tikus tidak slip terhadap cincin. (Binovatif)

Solusi :

Ketika cincin selalu diam, resultan gaya dan torsi yang bekerja padanya haruslah bernilai
nol. Untuk tikus, dia hanya memiliki percepatan arah radial yaitu percepatan sentripetal
dan percepatan arah tangensialnya nol karena dia bergerak dengan kecepatan konstan
V.

Berikut diagram gaya pada cincin dan tikus.



el

Tikus :

Hukum I Newton untuk gerak translasi arah 8 (atau arah tangensial, percepatan pada

Zﬁ'g:O

f0—mgsinfh =0= f =mgsinb ...(1)

arah ini bernilai nol)

Hukum II Newton untuk gerak translasi arah # (atau arah radial, percepatan pada arah
ini adalah percepatan sentripetal yaitu a, = v?/R, ingat bahwa arahnya selalu menuju

pusat rotasi atau berlawanan arah 7 atau bisa dikatakan juga pada arah —)
Y -ma,
v? v?

—N7 +mgcos@t = —mff = N —mgcosf = m?...(Z)
Cincin :
Hukum I Newton untuk gerak rotasi arah Z (sumbu z keluar bidang kertas menuju anda,

arah torsi bisa ditentukan dengan aturan tangan kanan) atau keseimbangan torsi pada

cincin terhadap pusat massanya.

>z=0

Hukum I Newton untuk gerak translasi arah ¥

Zﬁxzo



FpX — Nsinf X+ fcos8x =0
Fp, + fcos@ = Nsin6
Subtitusi persamaan (3)
f+fcosd =Nsind = f(1+cosf)= Nsin6
Subtitusi persamaan (1)
mgsinf (1+cosf) =Nsind = N =mg(1l+ cosf)...(4)
Subtitusi persamaan (4) ke (2)

UZ

mg(1l + cos8) —mgcosf = m—

2
v
mg=m?=»v=,/gR



Dinamika dan Kalkulus: Solusi Persamaan Gerak dan Peninjauan Elemen Sistem

1. Sebuah benda bermassa M bergerak secara vertikal pada sebuah poros (seperti gambar
di bawah) akibat pengaruh dari sebuah gaya F yang besarnya konstan namun arahnya
berubah setiap waktu. Diketahui bahwa 8 = bt, dimana b merupakan sebuah konstanta
dan t adalah waktu dalam detik . Jika koefisien gesek antara benda dan poros adalah p;,
dan bila benda itu bergerak dari keadaan diam (yaitu & = 0°), tentukan besar gaya F yang
menyebabkan benda berhenti setelah 8 = m/2. (OSK Fisika 2017)

F

(6

Solusi :

Benda tersebut bergerak naik karena adanya komponen gaya F pada arah vertikal. Poros
memberikan gaya normal ke kanan pada benda M sebagai akibat adanya komponen gaya
F pada arah horizontal yang berarah ke kiri. Perhatikan diagram gaya yang bekerja pada
benda M berikut!

g Fcos@ ’[
a

Fsin@

Mg

Tinjau gaya arah horizontal
N—-Fsinf =0-> N =Fsinf
Tinjau gaya arah vertikal

Fcos —f—Mg = Ma



Gaya gesek yang bekerja adalah gaya gesek kinetik
f =uN =y, Fsinf
Persamaan gerak benda M akan menjadi
FcosO — upFsind — Mg = Ma
F(cos@ — uy sinf) — Mg = Ma

dv
Subtitusi 8 = bt dana = -

dv

F(cos bt — y; sinbt) — Mg = Mdt

F
dv = (M (cos bt — yy, sin bt) — g) dt

Kemudian kita integralkan persamaan di atas. Kita gunakan batas bawah v =

0 ketika t = 0 dan batas atas v = v(t) ketikat = t.

v(t) t F
j dv = j (— (cos bt — py, sin bt) — g) dt
0 o \M

F F
v(t) = 3T (sin bt + uy cos bt) — gt — M

F
v(t) = i (sin bt + u;(cos bt — 1)) - gt

Padasaatf = /2 ataut = w/2b , kecepatan benda M bernilai nol, v(t) = 0.

0_F _n+ ( T 1) /s
~pm \>M g T 0%, 92b

F(1 ) = n:>F_ Mgn
pm - =I5 201 - pp)

Di atas tadi kita telah menggunakan

t2

ftz bt—[l'bt] —1'bt 1'bt
t1COS = |3sin tl—bsm 2 —3sinbty

t2

J-tz'bt—[1 bt] -1 bt ( 1'bt)—l'bt ! bt
tlsm = [~ cos t1_ 5 Cos bt 5 Sinbt, | = osinbt; —cosbt,



Bagi teman-teman yang belum terlalu mengerti mengenai integral, saya sangat anjurkan

untuk membaca buku Kalkulus Jilid pertama mengenai diferensial dan integral.

2. Terdapat sebuah cakram berputar dengan kecepatan sudut yang konstan mengelilingi
sumbu simetrinya. Kemudian sebuah ba tang dengan panjang L = 1 m diletakkan di atas
cakram pada arah radial yang sama dimana ujung bawahnya terletak pada jarak r =
0,8 m dan ujung atasnya berada di sumbu simetri cakram. Batang kemudian dilepaskan
dan ikut berputar bersama cakram dengan mempertahankan posisinya seperti ini
(d¢/dt = 0). Tentukan besar kecepatan sudut cakram! Gunakan percepatan gravitasi

g = 10 m/s?. (Laszlo Holics)

Solusi :

Pada soal ini, ada beberapa metode yang bisa kita gunakan yaitu metode gaya dan
metode momentum sudut. Untuk sekarang akan kita bahas dengan metode gaya.
Pembahasan menggunakan metode momentum sudut akan kita bahas pada bagian
momentum sudut nantinya.

Perhatikan gambar di bawabh ini!

Menggunakan Hukum I Newton pada arah horizontal dan vertikal akan kita dapatkan
Arah vertikal
N =Mg



Arah horizontal

f=F
Dengan F; adalah gaya sentrifugal total yang bekerja pada batang, namun karena
besarnya tidak konstan pada setiap segmen batang, kita harus menggunakan sedikit cara
yang berbeda. Dalam hal ini kita akan menggunakan integral. Kita tinjau sebuah segmen
batang sepanjang ds yang berjarak s dari puncak batang. Massa per satuan panjang

batang konstan dan besarnya adalah

Maka massa segmen batang sepanjang ds adalah
= Ads = M d
m = Ads = T ds

Gaya sentrifugal yang bekerja pada segmen batang ini adalah
dF, = mw?l

Dengan menggunakan kesebangunan akan kita dapatkan hubungan

£ =2 =1l= Er
r L L
Sehingga
dF, = (% ds) w? (%r)
Mw?
dF; = Iz sds

Kemudian kita intergralkan untuk mendapatkan gaya sentrifugal totalnya dengan batas

s MerJLd
= sds
S LZ 0

F_Ma)zr s21"
S P ) .

bawah 0 dan batas atas L.

1 2
F, = EM w“r
Maka gaya gesek yang bekerja pada batang adalah

_1M 2
f—2 w°r



Selanjutnya kita gunakan keseimbangan torsi terhadap puncak batang. Di sini gaya
sentrifugal juga memberikan torsi yang tidak konstan pada setiap segmen batangnya
namun total torsi akibat gaya sentrifugal cenderung memutar batang berlawanan arah

jarum jam sehingga bisa kita gantikan sebagai sebuah torsi positif sebesar .

Menggunakan Hukum I Newton tentang rotasi akan kita dapatkan
r
T—Mgz—fH+Nr =0..(1)
Kita perlu menghitung besar torsi total akibat gaya sentrifugal terhadap puncak batang.

Kita tinjau sebuah segmen batang sepanjang ds dimana ds sangat kecil dan berjarak s

dari puncak batang. Torsi pada segmen batang ini adalah

dt = dF;h
Dengan kesebangunan akan kita dapatkan hubungan
h s B s H
—_,—,—_ —_ —
H L L

maka

Mw?*r s
drt = L—sts ZH

Mw?H
dt = IE

Kita integral kan untuk mendapatkan torsi totalnya dengan batas bawah 0 dan batas atas

L

s?ds

Mw?rH (t 5
T= fs ds
0

L3
_MerH s31"
T3]



1
T = §Mw2rH

Subtutusi hasil-hasil yang sudah kita dapatkan ke persamaan (1)

1 r 1
§Mw2rH —MgE—EMerH-i-Mgr =0[x6

2Mw?rH — 3Mgr — 3Mw?rH + 6Mgr = 0
Mw?rH = 3Mgr

2_39
H

Dengan rumus phytagoras kita akan dapatkan besar H

w

H=+L?-1r2

Maka kecepatan sudut cakram adalah

3
w = 29 = w = 5V2rad/s ~ 7,07 rad/s

JZ =12

3. Suatu tabung silinder AOB dengan panjang 2a berotasi dengan kecepatan sudut konstan
w relatif terhadap suatu sumbu vertikal yang melalui titik pusat silinder 0. Di dalam
tabung pada jarak b dari O terdapat sebuah partikel yang pada awalnya berada pada
keadaan diam. Jika diasumsikan tidak ada gesekan yang bekerja, waktu yang dibutuhkan

partikel agar sampai ke ujung tabung adalah... (ON-MIPA)

N
v

Solusi :

Partikel tersebut mendapatkan gaya sentrifugal yang berarah radial keluar. Dengan

Hukum II Newton untuk arah radial akan kita dapatkan
mw?r = ma,

_dvpdr _dv.dr  dv,

2r = = —=—v
dt dr dr dt dr "

w"r

v.dv, = w?rdr



Kita cari fungsi kecepatan radial partikel sebagai fungsi r dengan mengintegralkan
persamaan di atas untuk v, dari 0 (karena awalnya diam) sampai v, dan untuk r dari b

(jarak awal dari pusat rotasi) sampai r.

v, r
f vdv, = a)zf rdr
0 b
v,.2 ,(T% b?
— =W —_—
2 2 2
v, = w\r?% —b?
dr
=~ wJr? — b2

dt

dr

—rz — = wdt

Untuk mendapatkan waktu tempuh partikel sampai tiba di ujung tabung kita integralkan
persamaan di atas untuk r dari b sampai a dan untuk t dari 0 sampai T (ini adalah waktu

tempuh yang dimaksud).

fa dr det
—_— W
b Vr2 —b? 0

@ dr
L——rz—b2=wT
T=1J“L

w ), \rz — b2

Untuk mendapatkan integral di atas kita perlu melakukan subtitusi fungsi hiperbolik.
1
sinhx = E(ex — e *)dan coshx = E(ex +e7¥)

cosh? x —sinh?x =1 - cosh? x — 1 = sinh? x

Bukti :
_ 1 1
cosh? x — sinh? x = 7 (e +e™*)? — 7 (eX —e™*)?

1 1
cosh? x — sinh? x = Z(ezx + 2e¥e™* + e %¥) — Z(ezx —2e¥e ™ + e7%%)



cosh? x — sinh? x = Z(ezx —eX + 242+ e —e72%)

cosh? x —sinh?x =1

Untuk integral di atas kita subtitusi r = b cosh x maka dr = b sinhx dx

Bukti :
dcoshx d 1 1/d d 1
— — Z(pXx Xy = (x4 ,=x |\ (pX —1)e~*
dx de(e +e™) 2<dxe +dxe )2(9 +(=1e™)
dcoshx_l(x %) = sinh
2 e e = sinh x

Kembali ke soal
r? — b? = b? cosh? x — b? = b?(cosh? x — 1) = b? sinh? x

Maka

j‘ dr b sinh x dx fd
= = X=X
Vr2 — b2 VbZ? sinh? x

r = bcoshx - x = cosh™?! (%)

1% d 1 a 1 b
T = ZL —\/rZiibz = [cosh‘1 (g)]b == cosh™1 (%) — cosh™? (E)

~———
0



